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Modele linéaire

Observations : Y = (Yi,..., Yy)! telles que

Y = XB* + €, avec € ~ N(0,02l,),
X = [Xi, ..., Xp] matrice n x p connue, et 3* € RP vecteur de
parameétres a estimer.

Exemple : régression nonparamétrique et décomposition dans une
base de Fourier

. G
Y, = f(x)+¢,i=1...,n, xj:B', ou4e{l,...,p}
p _ p _
= D e D4 g =3 gX +a,
k=1 k=1

avec Xl = e=12r(k-1x

Cas orthogonal : n = p et X matrice orthogonale

Problémes sparses en statistique
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Décomposition en Fourier (sans bruit)

UL
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n=p=128

Remarque : #{k; 8¢ # 0} est petit!
Le vecteur 3* est dit sparse (creux) dans ce cas.
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Choix d’'un modele

Soit m= (i, ...,y ) un sous-ensemble d'indices dans 1, ..., p.
Mod éle : supposer que [« = 0 pour tout k ¢ m.

Observations :
Y =X"3M + €,

avec X = [Xi,,...,ijm] et 8™ € RIM.

Estimation par moindres carr  és:

~m .
[Y =X"37]2= min ||y —X"8].
BERIM

Probl éme : comment choisir le meilleur modéle m?
Risque de lestimateur :  R(m) = E[|X™3" — X3*|2

Maea = &g min  R(m) non calculable en pratique !
mcC{1,...,p}
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Choix d’'un modele

Idée naive : R(m) = ||Y — X™3"|2

f=ag min R(m
Mhaif gmc{l,m’p} ( )

mais R(m) n’est pas un bon estimateur de R(m) car
ER(m) ~ R(m) — 252|m|

Minimisation d’un crit ére pénalis é :

m = ag min ||Y—X"3"|2+ 20%m|
mC{1,...,p}

7 _ ; . 2 2

Bm = agmin[IY —XB]" + 207|B]lo,

ol [|Bllo = Yok-y Lipz0p-
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Minimisation de la norme ¢4

Probl éme : minimisation sur I'ensemble des 2P modéles possibles :
impossible en pratique car probleme NP-difficile si p est trés grand
(ex : n= 100, p = 1000)!

Minimisation d’'un crit ére pénalis & par norme /; (crit ére LASSO) :
. ) B )
p=ag min Y —XB]"+ 2X[Bll1,

ol [|B]l1 = >_k_; |5«| et A > 0 est un paramétre de régularisation.

Intérét de la norme /1 :

@ conduit a des choix de modeles sparses i.e. de nombreuses
composantes de 3 sont nulles

@ probleme de minimisation convexe qui se réduit a de la
programmation linéaire : mise en oeuvre rapide !
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Norme /; et seuillage

Cas orthogonal : sin= pet X orthognale alors
Minimisation d’'un crit ére pénalis & par norme /; :
- . B )
B =agmin |[Y —XB["+ 2X|B]1,
est équivalent a faire du seuillage doux pourk=1,...,p
. Yk—A S Y>A
By = 0 8 |wl<A
Vet A S < —A

Ol:l (yl, B 7yp)t - XtY.
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Débruitage par seuillage des coefficients de Fourier

n=p=128

Seuillage doux des coefficients: A = o4/2log(n).

Problémes sparses en statistique



Débruitage par seuillage des coefficients de Fourier

n=p=128

Seuillage des coefficients: A = o4/2log(n).



Modeéle linéaire et sélection de variables
Minimisation de la norme £7

Quelques simulations

Discussion

Compressive sensing (candes, bonoho, Tao, Romberg...)

Question : peut-on reconstruire un signal a partir de I'observation de

guelques valeurs ?

Observations :  Y; =f(x) +¢, j =1,...,n, ou nest petit et les x sont

des points tirés au hasard parmi {'g, k=1,...,p}

p=128,n=12
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Compressive sensing (candes, bonoho, Tao, Romberg...)

Observations : 'Y = X38" + € avec X = [Xy, ..., Xp] sous-matrice de
Fourier de taille n x p composée de n lignes tirées au hasard parmi p
possibles.

Probl éme de statistique en grande dimension: casn<<p
LASSO : 3 = argmingegs |Y — X812 + 2)\| 8|11
Dantzig Selector :

Bos = agmingew B[l
tel que||X'(Y — XB8)[loc < A
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Dantzig selector
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p=128n=p/2

Observations partielles - Design al  éatoire .
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Minimisation de la norme ¢; sous contraintes
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Observations partielles - Design al  éatoire .
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Minimisation de la norme ¢; sous contraintes
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Minimisation de la norme ¢; sous contraintes
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Observations partielles - Design al  éatoire .
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Minimisation de la norme ¢; sous contraintes
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Conditions de consistence des estimateurs

Question : quelles sont les conditions sur n, p, la matrice X et le
vecteur 3 qui garantissent une bonne estimation ?

Que veut-on estimer? On peut s'intéresser a

IB-pF< ? (p=12)
support(B3) = support(3*) 7
X3 X2 < 7

(résultats en espérance ou en probabilité)
D'ou vient I'al éatoire ?
@ absence de bruit additif (vecteur €) et matrice X aléatoire

@ présence de bruit additif + 3 est un vecteur composé de S
composantes non-nulles dont les positions sont tirées au hasard
de sorte que E(S) < C(n, p), et X matrice déterministe
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Un peu d’heuristique

Conditions sur X
@ les sous-matrices de X de dimension n x Sdoivent étre des
quasi-isométries avec S< C(n, p)

@ le maximum des produit scalaires |(Xx, Xk )| doit étre plus petit
que Clog(p)~*

Conditions sur 8
@ [ doit étre suffisamment sparse #{k ;5 # 0} <CnavecC< 1
@ les ¢ non-nuls doivent étre d’amplitude suffisamment élevée

Problémes sparses en statistique



