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Modélisation
Ecoulement de I'eau en milieu poreux, en régime stationnaire

e On suppose la porosité constante, égale a 1.

e Incertitudes sur la perméabilité
— champ de perméabilité aléatoire a(w, ) suivant une loi lognormale
avec noyau de covariance exponentiel.

e On cherche a calculer la pression hydraulique p(w, x):
— Domaine : Un rectangle D.
— Conditions aux bords : Conditions mixtes Dirichlet-Neumann.
— EDP elliptique : V.(a(w,2)Vp(w,z)) =0
— La vitesse de lI'eau est : v(w,z) = —a(w,z)Vp(w, ).
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Domaine pour I'équation sur la pression



Modeélisation
Transport diffusion du soluté

e On suppose que le soluté est inerte, on considére uniquement une
diffusion moléculaire, isotrope et constante.

e On cherche a calculer la concentration en soluté c(w, z,t).

— Domaine : Un rectangle D.

— Conditions aux bords : Conditions de Dirichlet homogénes.
— Condition initiale : c¢(w,z,0) = cg(x)

— Equation de transport diffusion :

30(%,;,75) + V.(c(w,z,t)v(w,z)) — DAc(w,z,t) = 0.




Modeélisation
Objectif : calcul de |la dispersion moyenne
On définit ;
e Centre de masse : G(w,t) = /D c(w,z,t)xdx

e Extension du soluté :
S(w,t) = /D c(w,z,t)(<z—G,e5 >2 e+ <z — G, e3 >° e3)da

_ dS(w,t)
dt

e Dispersion moyenne : D(t) = Ey[D(w,t)].

e Dispersion : D(w,t)



Méthode numeérique
Méthode de Monte Carlo

Objectif : calculer la dispersion moyenne E,[D(w,t)] = D(t).

On fait N simulations indépendantes du champ aléatoire a(w,x) :
a1(x),...an(x).

Pour chacune de ces simulations a; on approche numériquement la
dispersion D;(t) : probléme déterministe.

Méthode de Monte carlo :presque-sirement, on a

— 400

1 N
1=1

On est ramené a un probléme déterministe : résoudre le couplage
de I'EDP ellptique et de 'EDP de transport diffusion.



Méthode numérique
Probléeéme déterministe :Calcul de la vitesse par éléments finis

e On calcule une approximation ph de |la pression p en utilisant des
éléments finis d’'ordre 1, on obtient une
vitesse approchée v"(z) = —a(z)V.p"(2).

e Calcul de la concentration approchée dans le cas ou on connait
la vitesse exacte :
On utilise une meéthode particulaire pour résoudre |'équation de
transport diffusion, qui se base sur I'équation de Fokker-Planck.



Méthode numérique
Probleéme déterministe : Calcul de la concentration par une méthode
particulaire avec vitesse exacte

e Proposition Soit cg une fonction densité, alors dans R?, sous des
hypothéses de régularité, la solution c(x,t) de I'équation de Fokker
Planck :

de(x,t)
ot

+ V.(v(x)c(x,t)) — DAc(x,t) 0

c(xz,0)

co(x)
est la fonction densité de la solution de l'équation différentielle

stochastique :

dX = v(X)ds+ V2DdW
X(0) ~ densité cq

e On utilise une méthode d'Euler pour obtenir une solution approchée
de I'EDS : X,,41 = Xn + v(Xn)At + V2DAtNy,



Méthode numeérique
Probleme déterministe : Calcul de la concentration par une méthode
particulaire avec vitesse approchée

Calcul de la concentration a partir de la vitesse approchée o'

On construit M suites indépendantes :
X 1 = X} 4+0"(X))At+ V2DALN]
X} ~ densité cg
On appligue une Mméthode Monte Carlo pour approcher les moments
d'ordre 1 et 2 de X:

_ 1 Mo
e On approche le centre de masse G(nAt) par G(nAt) = Wi d o X7,

e On approche I'extension du soluté S(nAt) par j=1
S(nAt) =

1 M o o
v S < X} - G(nAt),ef > e+ < X}, — G(nAt), es >2 &3.
j=1

e On approche la dispersion D(nAt) par la dérivée temporelle ap-

prochée de S(nAt) : D(nAt) = S((n + 1)AA? — S(nAt).




Analyse numeérique d’un probleme plus ‘“régulier”
Equations et hypothéses : EDP elliptique

e On cherche a calculer la pression hydraulique %(w x).
— Domaine : Un ouvert D de R? de classe CP°.
— Conditions aux bords : Conditions de type Dirichlet, avec une

fonction pg € L°(2, H%(8D)) au bord.
— Champ de permeéablilité a : a € L=(,C°(D)), avec coercivité

uniforme i.e. Ja,;;, > 0 tq w pp, YV, a(w,x) > an, -
— EDP elliptique : V.(a(w,x2)Vp(w,z)) = 0.

e La vitesse de I'eau est : v(w,x) = —a(w x)Vp(w, )
— On prolonge cette fonction sur R2 , on obtient une fonction

e LX(2, H>(R?)) c L>®(,C3(R?)) a dérivées bornées
— On prolonge également v, son approximation par &éléments finis

d'ordre 1, en une fonction appartenant a
L2(2, L>°(R?))



Analyse numérique d’un probleme plus ‘régulier”
Equations et hypothéses : EDP transport diffusion

La concentration en soluté c¢(w, z,t) vérifie 'EDP suivante.

e DoOmaine : R?

e Condition initiale : ¢(w,x,0) = co(x)
ou cg est une densité admettant un moment d’'ordre 3.

e Equation de transport diffusion :

t
86(63:’ ) + v(w,x).Ve(w,z,t) — DAc(w,z,t) = 0.




Analyse numeérique d’un probleme plus ‘“régulier”
Description de la méthode numeérique

e On fait N simulations indépendantes du champ de perméabilité
a(w,x).

e Pouri=1...N on a donc un champ de perméabilité ai(x), on en déduit
une approximation par élément finis (d’ordre 1) de la vitesse : vj ().

e Pour i=1...N, on a une vitesse U;L(a:), a partir de laquelle on construit
M processus stochastiques indépendants, pour j=1...M :

X, = X5+ ol(XE) At + V2DALN]Y

X5 ~  densité ¢



Analyse numeérique d’un probleme plus ‘“‘régulier”
Description de la méthode numeérique

e Pour chaque i,(ie chaque réalisation du champ de perméabilité), on

approche par une méthode de Monte-Carlo : \r

. _. 1 -
— Le centre de masse G'(nAt) par Gi(nAt) = 1 > X
. Jj=1

— L'extension du soluté S*(nAt) par

St(nAt) =

1 M A A

v Y < XY - Gi(nAt),ef >2 ei+ < X4 — Gi(nAt),e3 >% e

j=1

— La aispersion Di(nAt)_ par la dérivée temporelle approchée de
Si((n + 1)AL) — S*(nAt)

Si(nAt) : DY(nAt) = N

N §i
e Finalement, on approche |'extension moyenne par ZZT\} et la dis-

>N, D

persion moyenne par



Analyse numeérique d’'un probleme plus ‘“régulier”
Erreur commise sur |'extension moyenne

e L'erreur commise sur I'extension moyenne est alors

E(w,f,t) :Ew[s(wat)] o N

e On est donc ramené a évaluer, pour ¢ réguliére, a croissance poly-
nomiale, la quantité :

N M N
EyEe[p(X)] — _M Z > ¢(Xp))=E1+ Ex+ E3
1=1 :]_



Analyse numeérique d’'un probleme plus ‘“régulier”
Erreur commise sur |'extension moyenne

By = Bu[Ee[¢p(X)] — Ee[¢(XED]]

or w pp,

|Ee[p(X)] — Eelp(X5D)]| < CEIXZI(AL + |Jv — v 1)

. . N . e
By = BuBelo (XD — 1 3 Belo(Xi)]
1=1

donc

1Bl 2 < \/—IIEg[qﬁ(XZ’”)]IILz



Analyse numeérique d’'un probleme plus ‘“régulier”
Erreur commise sur |'extension moyenne

N
%ZEmmm%—zmmm>

1=1
or Vi, wpp

H%Wﬂm-—zawmm<

Xd
M 2 \/—I|¢( %

Proposition

1
||E||L2L2Loo < O(

1
: \/_ VM

ou C' est une constante indépendante de Xqg,t,h, N et M.

+ At + hllnh|)E[X3]



Méthodes spectrales stochastiques : cas d’une EDP elliptique
Description du probléme

e Soit D un domaine polygonal, convexe, borné de RY
e Soit (2, F,P) un espace de probabilité.

e Soient a,f : 2 x D — R des fonctions F ® B(D) mesurables.

e On cherche une fonction w : 2 x D — R telle que pour P-presque
tout w dans €2, on ait

—V.(a(w, ) Vu(w,))
w(w,.)

f(w,.) sur D
O sur 9D.



Meéthodes spectrales stochastiques : cas d’une EDP elliptique
Introduction

e Objectifs : Obtenir la loi de |la solution.
Colt compétitif avec les méthodes de Monte-Carlo.

e Hypothéses requises : du méme type que pour le probléme déter-
ministe, mais uniformément par rapport a w pour que le probléme
soit bien posé et des hypotheses supplémentaires pour |'analyse
numérique de la méthode.

e Deux types de méthodes spectrales stochastiques : intrusives
et non-intrusives.



Methodes spectrales stochastiques : cas d’une EDP elliptique
Approximation du champ aléatoire

e On approche le champ aléatoire a(w,z) par une fonction
a(x,Yq1(w),...Yy(w)) de N variables aléatoires.

e But : variables alétoires Y; décorrélées (idéalement indépendantes)
et facilement simulables. N petit.

e Deux principales méthodes utilisées :

— Développement de Karhunen-Loéve :

—+ oo
a(w,z) = Eula](z) + Y VAnbn(2)Yn(w) .

n=1

— Décomposition en polyndmes du chaos (éventuellement général-
—+ 00

isé) : a(w,z) = ) an(@)pn(Y(w)) .

n=1



Méthodes spectrales stochastiques : cas d’une EDP elliptique
Probleme équivalent

Le probleme 7?7 est équivalent a . Vy eIl

f(y,x) dans LQ(D)
0

—Va(aly, z)Vauly, z))
u(y, )

équivalent a la formulation variationnelle globale : trouver u € L%(I‘, H&(D))
telle que :

[ [ pwdaty, 2)Vauty, 2).Vaoly, 2)dudy

= [ | p@)f(y.2)v(y,2)dedy
Vv € L5(T, Hg (D))

Ou I est inclus dans RY (support des variables aléatoires).



Méthodes spectrales stochastiques : cas d’une EDP elliptique
Méthodes intrusives : type Galerkin

On cherche & approcher u € L5(I, H(D)) telle que Vv € L2(T", H5(D))
|| pwaly. ) Vau(y,2).Vav(y,a)dedy = | [ p()f(y.2)v(y, 2)dedy

e X sous espace vectoriel de dimension finie de H3(D) :
espace d'éléments finis...pour I'approximation en X.

e Y sous espace vectoriel de dimension finie de L2(I"):
espace de polyndmes ou de polyndmes par morceaux...pour |'approximat
en .

e On résout la formulation variationnelle sur le sous espace de dimen-
sion finie X®Y . on obtient une solution approchée de u dans X®Y
par résolution d'un systéme linéaire de grande taille (dimY x la taille
d'un probléme déterministe).

e On peut dans certains cas découpler ce systeme
— on a alors dim Y “problemes déterministes’.



Methodes spectrales stochastiques : cas d’une EDP elliptique
Méthodes non intrusives : collocation

On cherche u telle que : Vy el
—Vaz(a(y, z)Vzu(y, z))
u(y, x)

fly,x)
0

e On choisit des points de ' . yj...yps, ON calcule les M solutions

u(y;,.) des problémes déterministes correspondants:

0

—Vz(a(y;, ) Vzu(y;, x))
u(y;, )

e On reconstruit la solution u(y,x) a partir de ses valeurs en y1...yps

— SoOit par interpolation
— soit en cherchant ses coefficients dans une base de polyndmes du

chaos par calcul approché d’'intégrales.



Methodes spectrales stochastiques : cas d’une EDP elliptique
Méthodes non intrusives : collocation

Choix des vy; :

il faut en prendre un nombre minimal permettant de reconstruire la so-
lution correctement.

— Probleme d’'interpolation et de quadrature en dimension > 1. On
peut utiliser des produits tensoriels de points de quadrature, éventuelle-
ment des sparse grid (anisotropiques de préférence) qui permettent de
diminuer nettement le nombre de points nécessaires.



Meéthodes spectrales stochastiques : cas d’une EDP elliptique
Cadre d’application

e Sous certaines hypothéses on montre la convergence de ces méth-
odes,et obtient un majorant de I'erreur, qui découlent essentielle-
ment de I'analycité de u par rapport a y sur I 4+ e.

e La méthode est compétitive dans les cas ou:

— L'incertitude est importante.
— On peut décrire le champ a(w, ) par un faible nombre de variables

aléatoires.

—Dans le cas d'un développement de Karhunen-Loéve : cas ou
la longueur de corrélation est grande /taille du domaine et la
fonction de corrélation réguliéere.



Methodes spectrales stochastiques : cas d’une EDP elliptique
Intrusif/non intrusif

e Avantages de l'intrusif :
— Probleme toujours bien poseé.
— Majoration d’'erreur type projection, bien connue.

e Avantages du non-intrusif :

— On peut paralléliser et utiliser un code déterministe.
— Systémes découplés.
— S’adapte pour les edp non linéaires, et au cas ou le champ n’est

pas fonction linéaire des variables aléatoires.



Méthodes spectrales stochastiques : cas d’'une EDP
elliptique
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