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ModélisationE
oulement de l'eau en milieu poreux, en régime stationnaire
• On suppose la porosité 
onstante, égale à 1.
• In
ertitudes sur la perméabilité

→ 
hamp de perméabilité aléatoire a(ω, x) suivant une loi lognormaleave
 noyau de 
ovarian
e exponentiel.
• On 
her
he à 
al
uler la pression hydraulique p(ω, x):� Domaine : Un re
tangle D.� Conditions aux bords : Conditions mixtes Diri
hlet-Neumann.� EDP elliptique : ∇.(a(ω, x)∇p(ω, x)) = 0� La vitesse de l'eau est : v(ω, x) = −a(ω, x)∇p(ω, x).



∂p

∂n
= 0

∂p

∂n
= 0

p = p0p = 0 →
E
oulement moyen

Domaine pour l'équation sur la pression



ModélisationTransport di�usion du soluté
• On suppose que le soluté est inerte, on 
onsidère uniquement unedi�usion molé
ulaire, isotrope et 
onstante.
• On 
her
he à 
al
uler la 
on
entration en soluté c(ω, x, t).� Domaine : Un re
tangle D.� Conditions aux bords : Conditions de Diri
hlet homogènes.� Condition initiale : c(ω, x,0) = c0(x)� Equation de transport di�usion :

∂c(ω, x, t)

∂t
+ ∇.(c(ω, x, t)v(ω, x)) − D∆c(ω, x, t) = 0.



ModélisationObje
tif : 
al
ul de la dispersion moyenneOn dé�nit :
• Centre de masse : G(ω, t) =

∫
D

c(ω, x, t)xdx

• Extension du soluté :
S(ω, t) =

∫
D

c(ω, x, t)(< x − G,−→e1 >2 −→e1+ < x − G,−→e2 >2 −→e2)dx

• Dispersion : D(ω, t) =
dS(ω, t)

dt
.

• Dispersion moyenne : D(t) = Eω[D(ω, t)].



Méthode numériqueMéthode de Monte Carlo
• Obje
tif : 
al
uler la dispersion moyenne Eω[D(w, t)] = D(t).

• On fait N simulations indépendantes du 
hamp aléatoire a(ω, x) :

a1(x), ...aN(x).
• Pour 
ha
une de 
es simulations ai on appro
he numériquement ladispersion Di(t) : problème déterministe.
• Méthode de Monte 
arlo :presque-sûrement, on a

1

N

N∑
i=1

Di(t) →
N→+∞

D(t)

• On est ramené à un problème déterministe : résoudre le 
ouplagede l'EDP ellptique et de l'EDP de transport di�usion.



Méthode numériqueProblème déterministe :Cal
ul de la vitesse par éléments �nis
• On 
al
ule une approximation ph de la pression p en utilisant deséléments �nis d'ordre 1, on obtient unevitesse appro
hée vh(x) = −a(x)∇xph(x).
• Cal
ul de la 
on
entration appro
hée dans le 
as où on 
onnaitla vitesse exa
te :On utilise une méthode parti
ulaire pour résoudre l'équation detransport di�usion, qui se base sur l'équation de Fokker-Plan
k.



Méthode numériqueProblème déterministe : Cal
ul de la 
on
entration par une méthodeparti
ulaire ave
 vitesse exa
te
• Proposition Soit c0 une fon
tion densité, alors dans R

2, sous deshypothèses de régularité, la solution 
(x,t) de l'équation de FokkerPlan
k :
∂c(x, t)

∂t
+ ∇.(v(x)c(x, t)) − D∆c(x, t) = 0

c(x,0) = c0(x)est la fon
tion densité de la solution de l'équation di�érentiellesto
hastique :
dX = v(X)ds +

√
2DdW

X(0) ∼ densité c0

• On utilise une méthode d'Euler pour obtenir une solution appro
héede l'EDS : Xn+1 = Xn + v(Xn)∆t +
√

2D∆tNn



Méthode numériqueProblème déterministe : Cal
ul de la 
on
entration par une méthodeparti
ulaire ave
 vitesse appro
héeCal
ul de la 
on
entration à partir de la vitesse appro
hée vh:On 
onstruit M suites indépendantes :
X

j
n+1 = Xj

n + vh(Xj
n)∆t +

√
2D∆tNj

n

X
j
0 ∼ densité c0On applique une méthode Monte Carlo pour appro
her les momentsd'ordre 1 et 2 de X:

• On appro
he le 
entre de masse G(n∆t) par Ḡ(n∆t) =
1

M

M∑
j=1

Xj
n.

• On appro
he l'extension du soluté S(n∆t) par
S̄(n∆t) =

1

M

M∑
j=1

< Xj
n − Ḡ(n∆t),−→e1 >2 −→e1+ < Xj

n − Ḡ(n∆t),−→e2 >2 −→e2.

• On appro
he la dispersion D(n∆t) par la dérivée temporelle ap-pro
hée de S̄(n∆t) : D̄(n∆t) =
S̄((n + 1)∆t) − S̄(n∆t)

∆t
.



Analyse numérique d'un problème plus �régulier�Equations et hypothèses : EDP elliptique
• On 
her
he à 
al
uler la pression hydraulique p(ω, x).� Domaine : Un ouvert D de R

2 de 
lasse C6.� Conditions aux bords : Conditions de type Diri
hlet, ave
 unefon
tion p0 ∈ L∞
ω (Ω, H6(∂D)) au bord.� Champ de perméablilité a : a ∈ L∞(Ω, C5(D)), ave
 
oer
ivitéuniforme i.e. ∃amin > 0 tq ω pp, ∀x, a(ω, x) > amin .� EDP elliptique : ∇.(a(ω, x)∇p(ω, x)) = 0.

• La vitesse de l'eau est : v(ω, x) = −a(ω, x)∇p(ω, x)� On prolonge 
ette fon
tion sur R
2, on obtient une fon
tion

∈ L∞
ω (Ω, H5(R2)) ⊂ L∞(Ω, C3(R2)) à dérivées bornées� On prolonge également vh, son approximation par éléments �nisd'ordre 1, en une fon
tion appartenant à

L∞
ω (Ω, L∞(R2))



Analyse numérique d'un problème plus �régulier�Equations et hypothèses : EDP transport di�usionLa 
on
entration en soluté c(ω, x, t) véri�e l'EDP suivante.
• Domaine : R

2

• Condition initiale : c(ω, x,0) = c0(x)où c0 est une densité admettant un moment d'ordre 3.
• Equation de transport di�usion :

∂c(ω, x, t)

∂t
+ v(ω, x).∇c(ω, x, t) − D∆c(ω, x, t) = 0.



Analyse numérique d'un problème plus �régulier�Des
ription de la méthode numérique
• On fait N simulations indépendantes du 
hamp de perméabilité

a(ω, x).
• Pour i=1...N on a don
 un 
hamp de perméabilité ai(x), on en déduitune approximation par élément �nis (d'ordre 1) de la vitesse : vi

h(x).
• Pour i=1...N, on a une vitesse vi

h(x), à partir de laquelle on 
onstruitM pro
essus sto
hastiques indépendants, pour j=1...M :
X

i,j
n+1 = Xi,j

n + vh
i (X

i,j
n )∆t +

√
2D∆tN i,j

n

X
i,j
0 ∼ densité c0



Analyse numérique d'un problème plus �régulier�Des
ription de la méthode numérique
• Pour 
haque i,(ie 
haque réalisation du 
hamp de perméabilité), onappro
he par une méthode de Monte-Carlo :� Le 
entre de masse Gi(n∆t) par Ḡi(n∆t) =

1

M

M∑
j=1

Xi,j
n .� L'extension du soluté Si(n∆t) par

S̄i(n∆t) =

1

M

M∑
j=1

< Xi,j
n − Ḡi(n∆t),−→e1 >2 −→e1+ < Xi,j

n − Ḡi(n∆t),−→e2 >2 −→e2� La dispersion Di(n∆t) par la dérivée temporelle appro
hée de
S̄i(n∆t) : D̄i(n∆t) =

S̄i((n + 1)∆t) − S̄i(n∆t)

∆t
.

• Finalement, on appro
he l'extension moyenne par ∑N
i=1 S̄i

N
et la dis-persion moyenne par ∑N

i=1 D̄i

N
.



Analyse numérique d'un problème plus �régulier�Erreur 
ommise sur l'extension moyenne
• L'erreur 
ommise sur l'extension moyenne est alors

E(ω, ξ, t) = Eω[S(ω, t)] −
∑N

i=1 S̄i(ξ, t)

N
.

• On est don
 ramené à évaluer, pour φ régulière, à 
roissan
e p�ly-nomiale, la quantité :
EωEξ[φ(X)] − 1

N

1

M

N∑
i=1

M∑
j=1

φ(Xi,j
n ) = E1 + E2 + E3



Analyse numérique d'un problème plus �régulier�Erreur 
ommise sur l'extension moyenne
•

E1 = Eω[Eξ[φ(X)] − Eξ[φ(Xi,j
n )]]or ω pp,

|Eξ[φ(X)] − Eξ[φ(Xi,j
n )]| ≤ CE[X3

0 ](∆t + ||v − vh||L∞)

•

E2 = Eω[Eξ[φ(Xi,j
n )]] − 1

N

N∑
i=1

Eξ[φ(Xi,j
n )]don


||E2||L2
ω
≤ 1√

N
||Eξ[φ(Xi,j

n )]||L2
ω



Analyse numérique d'un problème plus �régulier�Erreur 
ommise sur l'extension moyenne
•

E3 =
1

N

N∑
i=1

(Eξ[φ(Xi,j
n )] − 1

M

M∑
j=1

φ(Xi,j
n ))or ∀i, ωpp

||Eξ[φ(Xi,j
n )] − 1

M

M∑
j=1

φ(Xi,j
n )||

L2
ξ
≤ 1√

M
||φ(Xi,j

n )||
L2

ξProposition
||E||

L2
ωL2

ξ
L∞

t≤T
≤ C(

1√
N

+
1√
M

+ ∆t + h|lnh|)E[X3
0 ]où C est une 
onstante indépendante de X0, t, h, N et M .



Méthodes spe
trales sto
hastiques : 
as d'une EDP elliptiqueDes
ription du problème
• Soit D un domaine polygonal, 
onvexe, borné de R

d .
• Soit (Ω,F , P) un espa
e de probabilité.
• Soient a, f : Ω × D → R des fon
tions F ⊗ B(D) mesurables.
• On 
her
he une fon
tion u : Ω × D → R telle que pour P-presquetout ω dans Ω, on ait

−∇.(a(ω, .)∇u(ω, )) = f(ω, .) sur D
u(ω, .) = 0 sur ∂D.



Méthodes spe
trales sto
hastiques : 
as d'une EDP elliptiqueIntrodu
tion
• Obje
tifs : Obtenir la loi de la solution.Coût 
ompétitif ave
 les méthodes de Monte-Carlo.
• Hypothèses requises : du même type que pour le problème déter-ministe, mais uniformément par rapport à ω pour que le problèmesoit bien posé et des hypothèses supplémentaires pour l'analysenumérique de la méthode.
• Deux types de méthodes spe
trales sto
hastiques : intrusiveset non-intrusives.



Méthodes spe
trales sto
hastiques : 
as d'une EDP elliptiqueApproximation du 
hamp aléatoire
• On appro
he le 
hamp aléatoire a(ω, x) par une fon
tion

ã(x, Y1(ω), ...YN(ω)) de N variables aléatoires.
• But : variables alétoires Yi dé
orrélées (idéalement indépendantes)et fa
ilement simulables. N petit.
• Deux prin
ipales méthodes utilisées :� Développement de Karhunen-Loève :

a(ω, x) = Eω[a](x) +
+∞∑
n=1

√
λnbn(x)Yn(ω) .

� Dé
omposition en polyn�mes du 
haos (éventuellement général-isé) : a(ω, x) =
+∞∑
n=1

an(x)φn(Y (ω)) .



Méthodes spe
trales sto
hastiques : 
as d'une EDP elliptiqueProblème équivalentLe problème ?? est équivalent à : ∀y ∈ Γ

−∇x(a(y, x)∇xu(y, x)) = f(y, x) dans L2(D)

u(y, x) = 0

équivalent à la formulation variationnelle globale : trouver u ∈ L2
ρ(Γ, H1

0(D))telle que : ∫
Γ

∫
D

ρ(y)a(y, x)∇xu(y, x).∇xv(y, x)dxdy

=

∫
Γ

∫
D

ρ(y)f(y, x)v(y, x)dxdy

∀v ∈ L2
ρ(Γ, H1

0(D))Où Γ est in
lus dans R
N (support des variables aléatoires).



Méthodes spe
trales sto
hastiques : 
as d'une EDP elliptiqueMéthodes intrusives : type GalerkinOn 
her
he à appro
her u ∈ L2
ρ(Γ, H1

0(D)) telle que :∀v ∈ L2
ρ(Γ, H1

0(D))

∫
Γ

∫
D

ρ(y)a(y, x)∇xu(y, x).∇xv(y, x)dxdy =

∫
Γ

∫
D

ρ(y)f(y, x)v(y, x)dxdy

• X sous espa
e ve
toriel de dimension �nie de H1
0(D) :espa
e d'éléments �nis...pour l'approximation en x.

• Y sous espa
e ve
toriel de dimension �nie de L2(Γ):espa
e de polyn�mes ou de polyn�mes par mor
eaux...pour l'approximationen y.
• On résout la formulation variationnelle sur le sous espa
e de dimen-sion �nie X⊗Y : on obtient une solution appro
hée de u dans X⊗Ypar résolution d'un système linéaire de grande taille (dimY × la tailled'un problème déterministe).
• On peut dans 
ertains 
as dé
oupler 
e système

→ on a alors dim Y �problèmes déterministes�.



Méthodes spe
trales sto
hastiques : 
as d'une EDP elliptiqueMéthodes non intrusives : 
ollo
ationOn 
her
he u telle que : ∀y ∈ Γ

−∇x(a(y, x)∇xu(y, x)) = f(y, x)

u(y, x) = 0

• On 
hoisit des points de Γ : y1...yM , on 
al
ule les M solutions
u(yi, .) des problèmes déterministes 
orrespondants:

−∇x(a(yi, x)∇xu(yi, x)) = f(yi, x)

u(yi, x) = 0

• On re
onstruit la solution u(y,x) à partir de ses valeurs en y1...yM� soit par interpolation� soit en 
her
hant ses 
oe�
ients dans une base de polyn�mes du
haos par 
al
ul appro
hé d'intégrales.



Méthodes spe
trales sto
hastiques : 
as d'une EDP elliptiqueMéthodes non intrusives : 
ollo
ationChoix des yi :il faut en prendre un nombre minimal permettant de re
onstruire la so-lution 
orre
tement.
→ Problème d'interpolation et de quadrature en dimension > 1. Onpeut utiliser des produits tensoriels de points de quadrature, éventuelle-ment des sparse grid (anisotropiques de préféren
e) qui permettent dediminuer nettement le nombre de points né
essaires.



Méthodes spe
trales sto
hastiques : 
as d'une EDP elliptiqueCadre d'appli
ation
• Sous 
ertaines hypothèses on montre la 
onvergen
e de 
es méth-odes,et obtient un majorant de l'erreur, qui dé
oulent essentielle-ment de l'analy
ité de u par rapport à y sur Γ + ǫ.
• La méthode est 
ompétitive dans les 
as où:� L'in
ertitude est importante.� On peut dé
rire le 
hamp a(ω, x) par un faible nombre de variablesaléatoires.

→Dans le 
as d'un développement de Karhunen-Loève : 
as oùla longueur de 
orrélation est grande /taille du domaine et lafon
tion de 
orrélation régulière.



Méthodes spe
trales sto
hastiques : 
as d'une EDP elliptiqueIntrusif/non intrusif
• Avantages de l'intrusif :� Problème toujours bien posé.� Majoration d'erreur type proje
tion, bien 
onnue.
• Avantages du non-intrusif :� On peut paralléliser et utiliser un 
ode déterministe.� Systèmes dé
ouplés.� S'adapte pour les edp non linéaires, et au 
as où le 
hamp n'estpas fon
tion linéaire des variables aléatoires.



Méthodes spe
trales sto
hastiques : 
as d'une EDPelliptiqueBibliographie� I.Babuska, R. Tempone and Georgios E.ZourarisSolving ellipti
 boudary value problems with un
ertain 
oe�
ientsby the �nite element method : the sto
hasti
 formulation, 2004.� I. Babuska, F. Nobile and R. TemponeA sto
hasti
 
ollo
ation method for ellipti
 partial di�erentialequations with random input data, 2007.� F. Nobile, R. Tempone and C. WebsterAn anisotropi
 sparse grid sto
hasti
 
ollo
ation method for par-tial di�erential equations with random input data , 2008.� Voir aussi : Ghanem et Spanos, Xiu et Karnadakis pour les p�ly-nomes du 
haos entre autres.


